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Cadre statistique

Estimation non paramétrique

Cadre général

» Modele : (X, Y) couple de variables aléatoires réelles, de
support A x B c R?.
» X variable de support A c R
densité : fx
fonction de répartition : Fy.

» Objectif : Reconstruire une fonction s, liée aux variables
(X, Y) avec un estimateur a noyau.

» Observations : (Xj, Y)ic(1...n (n € N\{0}), i.i.d de méme loi

que (X, Y).



Exemples étudiés

Exemples I (X,Y) | s | Hypothéses
Ex1 Y=s(X)+e s | e€L?P),Ele] =0
Régression additive el X
Ex2 Y =o(X)e o2 | eeL*(P),Ele] =0
Régression multiplicative E[e?] =1,e 1 X
Ex3 (X7YZ1Z§X) Fz Z,X>0
Censure par intervalle ZuX
Ex4 (X=ZACY=1zc) | % Z,C>0
Censure droite Fz<1,Z1C




Méthode : Estimateurs a noyaux

> Noyau : K : R — R, fonction intégrable, tq [, K(x)dx = 1.
» Approximation de I'unité : Estmatours & ojax
> H C R (fenétres), et

1 (x
YheH, KhXHEK(F)

~ Propriété : si s est suffisamment réguliere,
Ky *x s = fK,,(. - x)s(x)dx S enun certain sens.
N .

» Principe de I'estimation d’'une fonction s avec des noyaux :

~ Trouver i telle que, pour tout h € H,
E[y((X,Y),Kn)] = Kn x s.
~ Proposer un estimateur de type "moment” pour s :

. 1Y
Sp = E;l//((xi, Yi), Kn)

~ Choisir une "bonne” fenétre h € H sur la base des
observations



Méthode : Estimateurs a noyaux

Un exemple classique

» Ex1 : Régression additive, Y = s(X) + ¢
» Estimateur de Nadaraya-Watson (1964)
» B[YKh(x — X)] = Ki x (sfx)(x) et E[Kh(x — X)] = Kp * fx(x).

. sfy Ky x (sfx)
> S= S x —27,
dée : s f K % fy

» Estimateur :

1 n
- ; YiKn(x - X;)

n

= 1—
E Z Kh(X - X,)
i=1

... probléme : quotient.

» ... de méme dans les autres exemples étudiés : on ne peut
pas trouver y telle que E [y((X, Y), Kn)] = Ky x s.

Estimateurs & noyaux



Estimateur pour une fenétre fixée

Méthode de déformation
» Point clé : Il existe une fonction ¢x : A — ¢x(A) bijective,
telle que

Déformation

E [6(Y)Kh(u = ¢x(X)] = Kn * (s 0 ¢ ) (u).

Y (Ex1,3,4)
Y2 (Ex2)
» Déformation ¢y :
> ¢x = Fx, fonction de répartition de X pour Ex1, Ex2
(régression) et Ex3 (censure par intervalle)
bijective si fx > 0 sur A.
> ¢x =¢: x> [ (1 Fx(t))dt, dans 'Ex4 (censure & droite)
bijective si Fx(x) < 1 pour tout x € Ry
» Méthode :
1. Estimerg=so ¢;<‘ par un estimateur a noyau g.
2. Poser

avec (YY) = {

- goox si ¢x est connue,
Jodx sinon.

» Références : Yang (1981), Stute (1984,1986), Kerkyacharian et Picard
(2004)



Estimateur pour une fenétre fixée

Soit h € H fenétre fixée.
1. Estimateur pour g = so ¢, : ¢x(A) > R Estmator

n

Vue ax(A), n(u) = £ Y 6Ky (U= 6x(X)).

i=1

2. Estimateurpours: A - R

R 1
¥x €A, 8p(x) = gnodx(x :EZ Yi)Kn (éx(x) — ox (X)) .

— estimateur simple (moyenne empirique), sans quotient.



Estimateur pour une fenétre fixée
Risque 1/2

> Risque quadratique intégré pondéré par ¢, :
(18 - sif, | = [ (6(x) - s(0)? #5000k = B g - lF].
A
» Décomposition biais-variance

E|l18n = sli5, | =E [ — Kn % gIP|+1IKn * g - gl .
————— -

Variance Biais



Estimateur pour une fenétre fixée
Risque 2/2

1. Biais.
Si g a pour indice de régularité « (g € H(e, L) ou
g € Nz(a, L)), etsi K est dordre | = [a],

IKn % g = gli* < C(a, L)h*".

2. Variance.
SiKe Lz(R),

R 1
E [||gh - Kh x Q||2] < E[6*(Y; )]llKHf?(R)%’

avec
Yi (Ex1,,3,4)

o("1) = {vf (Ex2).

— Compromis biais-variance



Sélection de la fenétre

Compromis biais-variance

Exemple (Ex1) : Y = s(X) + &, estimation de la fonction de
régression s

» s:x > x(x-1)(x-0.6),

» design X uniforme,

Sélection de la fenétre

> bruit £ gaussien.

h =0.01 h =0.05

trop petit correct trop grand



Sélection de la fenétre

Compromis biais-variance

Exemple (Ex1) : Y = s(X) + &, estimation de la fonction de
régression s

» s:x e x(x—-1)(x-0.6),
» design X uniforme,
> bruit £ gaussien. Sélecton de a endire

Evaluation du risque en fonction de la fenétre h

0.035

Risque de Yhalfs}_h
.

I
Yo, PO Laad
RARCSSIPRPRRRIRSS

a 01 0z 03 04 05 08 07 0a 03 1



Estimation de la densité s

Choix non adaptatif de la fenétre
Si la régularité @ de g est connue :

E[¢*(Y1)]IKIP

h2a
o + Ch*,

E[62( Y- ||K||2
%Hwh*g—gnz <

E[l8h - sl | <

Choix de la fenétre h :

h* = argmin
heH

{w v Chz"}

01 02 03 04 05 06 07 08 09

— Vitesse de convergence du risque
N 2 _ 20
E I8 — s, | < n~2.
X

Question : Comment sélectionner h quand « est inconnu ?



Sélection automatique de la fenétre
Méthode de Goldenshluger-Lepski (2011)

1. Approximation du terme de variance

IIKIIfZ(R)
nh

Vhe H, V(h) = 6(1+ IIKIE, 5 JEIP (V)]

Sélection de la fenétre

2. Approximation du terme de biais
~ ~ 2 ,
Vh e H, A(h,gx) = max{law - nw | - V(M)
h’eH +
avec gnhp = Ky * G-

> Regle de sélection : h € argmin, ., {A(h, ¢x) + V(h))
» Estimateur :
> pour g : g
> pours:
Si = 0p 0 ¢x



Résultat principal

Borne non asymptotique pour le risque : résultat adaptatif

Hypotheses
» seL®(A).
» Collection H pas trop "grosse”
s H =1k, k=1,....[vVn]},
s H={2k k=1,...,[log,(n)]} Resutatprncipal

» hypothése d’existence de moments pour le bruit £ dans les
Ex1 et Ex2 (régression)

e Théoréme
Il existe c;, i = 1,2 et C des constantes, telles que

1 C
a 2 ; 2 2 2
E[”sﬁ - SH(/;;(] < 5_2!2 {C1E[H (Y1)]||K||L2(3)% + C2 ”Kh *g- g” }+ﬁ.

— pour g d’indice de régularité «, et K d’ordre suffisant, vitesse de
. 2
convergence du risque N~ 2+,



Cas général Fx inconnue
Méthode de plug-in

» Remplacer ¢x par un estimateur, partout ou elle intervient.

» Version empirique de ¢x
des (X)), etde méme loi.
» Estimateur ¢x de Fx oude ¢ :

s 1% . AP 1<
Fn= n Z 1]_00;)(7,.], én(x) = f (1=Fx(t))dt = n Z X_iAX.
i=1 0 i=

» Estimateur pour g et pour s :

B = + D 00N, (u=3n(X)  8(x) = G 0 da(u).

i=1

—> Mémes résultats théoriques, avec un peu plus d’hypothéses
(contrainte sur H, et hypothése s € C'(A)).

Cas Fy inconnue



Simulations

1. Objectifs

> lllustrer la méthode,

» Comparer des estimateurs de type 'noyaux déformés’ aux
estimateurs de type 'moindres carrés’ (en base
trigonométrique, ou fondée sur des polynébmes par morceaux)
—> toolbox Matlab FY3P de Y. Rozenholc)

2. Fenétres et noyaux
» Fenétres : H, = {k™", k =1,...,[Vn]},

> Noyau : gaussien
—> noyau d’ordre 1 = Polyndmes par morceaux de degré au

plus 1.
3. Exemples :

~ en régression additive (Baraud (2002))
> en censure par intervalle (Brunel et Comte (2009)).

lllustrations



Simulations : Ex1 Régression additive
(X,Y) telsque Y = s(X) + &, s(x) = x(x—1)(x — 0.6).

Observations : X ~ U1, € ~ N(0,0.006), n = 1000.

[[w] FACP1

0.05
0.04
0.02 1y

-0.02
-0.04

Régression
MCT MCP2 Censure par intervalle

0.06
0.04
0.02 g

-0.02
-0.04

Comparaison des risques (x10°)

n=60 200 500 2000 || Méthode
03719 0.1341 0.0604  0.0324 ND
05222 0447 05846  0.6469 MCT
03772 01283 00802 0.0666 || MCP1
03892 01293 0.0681 0.0446 || MCP2



Simulations : Ex1 Régression additive

(X,Y) tels que Y = s(X) + &, s(x) = cos(4nx) + exp(—

Observations : X ~ y(4,0.8), ¢ ~

x2).

N(0,0.194), n = 1000.

MACP1

BACT MCPZ
2
1.5
4
0.5
a
08 0.2 0.4 0.5
Comparaison des risques (x10°)
n=60 200 500 2000 || Methode
19.615 6.283 3.869 3.309
14177  13.374 13579  13.149 MCT
41.261 13.34 4.808 3.727 MCP1
23.213 5.549 2.059 0.86 MCP2

Régression

par intervalle




Simulations : Ex1 Régression additive

(X,Y)tels que Y = s(X) + &,
s(x) = —exp(—200(x — 0.1)2) — exp(~200(x — 0.9)2) + 1.

Estimateurs & noyaux

Observations : X ~ 0.5N(0.05,0.01) + 0.5N(0.05,0.95), € ~ N(0,0.032), n = 1000.

Déformation

MDD rACP1
1.5
T
a.s
DD 0.5 1 Régression
MoPs Cen: e par intervalle
1.5
4
0.5
a
o o5 1
Comparaison des risques (x10°)
n=60 200 500 2000 || Méthode
12.052 5.279 1.698 1.041 ND
9.701 12.174  31.112  78.242 MCT

61.715  26.986 15.08 8.284 MCP1
52.668  11.009 5.817 1.215 MCP2



Simulations : Ex4 Censure par intervalle, Cas |
(X, Y =12<x), estimation de Fz

Observations : X ~ £(0.1), Z ~ y(4,3), n = 1000.

ND RCP1
4
0.5
]
5 10 15 20
MCT MCPZ
1 1
0.5 0.5
o ]
5 10 15 z0 5 10 15 z0

Comparaison des risques (x10?)
n=60 200 500 2000 || Methode
15.125 4.432 2428 1544
25.383 21553 2536 1.733 MCT
28.452 14.315 8.815 7.158 MCP1
19.825 11.797 9.738 5.898 MCP2

Régression

Censure par intervalle



Conclusion

— Noyaux déformés, sélection de la fenétre par méthode de
Goldenshluger-Lepski :

» Avantages de la méthode

> résolution de problémes variés d’estimation non paramétrique
(régression, estimation pour des données censurées),

> extension a 'estimation de fonctions de 2 variables : densité
conditionnelle d’un couple (X, Y),

» estimateurs ayant une expression simple, sans quotient donc
facilement implémentables, avec une seule fenétre a
sélectionner,

» estimateurs a noyaux adaptatifs, satisfaisants des bornes de
risque non asymptotique.

» Inconvénients

> hypothése de régularité portant sur la fonction auxiliaire g et
non sur la fonction cible s pour la majoration du biais.

~ substitution de ¢, a ¢x naturelle, mais nécessitant des calculs
techniques.

Conclusion
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