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Théorie PAC-Bayésienne References

Les grands principes

Apprentissage statistique (machine learning).

Ensemble de techniques issues de l’approche PAC et de la
communauté bayésienne.
PAC : probably approximately correct. Liens avec l’approche oracle :
choisir un prédicteur parmi un ensemble d’alternatives tel que, avec
grande probabilité, les prédictions soient aussi précises que possible.
Analyse bayésienne : une distribution a priori sur ces alternatives
permet d’attribuer à des portions de l’espace des paramètres une
masse d’autant plus grande qu’elle est consistante avec l’échantillon
d’apprentissage.
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Construction des estimateurs PAC-Bayésiens I

Notons (Θ, T ) un espace de paramètres, et Dn = (Xi ,Yi ) ∈ Rd × R un
n-échantillon.
Soit π une distribution a priori sur (Θ, T ) et λ > 0. On note R le risque
associé à une certaine distance δ, et Rn le risque empirique correspondant
basé sur Dn.
La distribution a posteriori de Gibbs ρλ est alors définie sur (Θ, T )
comme la mesure ayant pour densité

dρλ
dπ

(θ) ∝ exp(−λRn(θ)).

On peut alors définir l’estimateur randomisé PAC-Bayésien

θ̂ ∼ ρλ

et l’agrégé

θ̄ =

∫
Θ

θρλ(dθ).
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Construction des estimateurs PAC-Bayésiens II

NotonsM1
π(Θ) l’ensemble des mesures de probabilités sur (Θ, T )

absolument continues par rapport à π, et KL(·, ·) la divergence de
Kullback-Leibler.
La distribution de Gibbs est l’unique solution du problème d’optimisation
convexe :

argmin
ρ∈M1

π(Θ)

{∫
Θ

Rn(θ)ρ(dθ) +
λ

n
KL(ρ, π)

}
.
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Régression PAC-Bayésienne

Modèle : Y = θ?X + W . Deux hypothèses :
1 ∀k ∈ N, E[|W |k ] <∞, E[W |X ] = 0 et il existe deux constantes

positives L et σ2 telles que ∀k ≥ 2, E[|W |k |X ] ≤ k!
2 σ

2Lk−2.
2 ∃ C > max(1, σ) t.q. ‖θ?‖ ≤ C .

Les estimateurs PAC-Bayésiens sont contrôlés par des bornes PAC
comme celle-ci.

Théorème (Alquier (2006); Alquier and Lounici (2011); Catoni (2004);
Guedj and Alquier (2013))

Sous les hypothèses (1) et (2), avec probabilité au moins 1− 2ε,

R(θ̂)− R(θ?)
R(θ̄)− R(θ?)

}
≤ cste× inf

ρ∈M1
π(Θ)

{∫
R(θ)ρ(dθ)− R(θ?)

+
KL(ρ, π) + log 1

ε

n

}
,

pour tout ε ∈ (0, 1).
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Preuve du théorème précédent I

Lemme (Massart (2007))

Soit (Ti )
n
i=1 une collection de variables réelles indépendantes. Supposons

qu’il existe deux constantes positives v et w t.q. pour tout entier k ≥ 2,

n∑
i=1

E[(Ti )
k
+] ≤ k!

2
vwk−2.

Alors pour tout γ ∈
(
0, 1

w

)
,

E

[
exp

(
γ

n∑
i=1

(Ti − ETi )

)]
≤ exp

(
vγ2

2(1− wγ)

)
.
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Preuve du théorème précédent II

Lemme (Catoni (2004))

Soit (A,A) un espace mesurable. Pour toute mesure de probabilité µ sur
(A,A) et toute fonction mesurable h : A→ R t.q.

∫
(exp ◦ h)dµ <∞,

log
∫

(exp ◦ h)dµ = sup
m∈M1

π(A,A)

∫
hdm −KL(m, µ),

avec la convention ∞−∞ = −∞. De plus, si h est majorée sur le
support de µ, le supremum en m dans le terme de droite est atteint pour
la distribution de Gibbs g définie par

dg
dµ

(a) =
exp(h(a))∫
(exp ◦ h)dµ

, a ∈ A.
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Preuve du théorème précédent III

Soit ρ ∈M1
π(Θ) et θ ∼ ρ. Sous les hypothèses (1) et (2), soit

w = 8C max(L,C ), λ ∈ (0, n/[w + 4(σ2 + C 2)]) et ε ∈ (0, 1).

Lemme (1)

Avec probabilité au moins 1− ε

R(θ)− R(θ?) ≤ 1

1− 4λ(σ2+C2)
n−wλ

(
Rn(θ)− Rn(θ?) +

log dρ
dπ (θ) + log 1

ε

λ

)
.

Lemme (2)

Avec probabilité au moins 1− ε∫
Rn(θ)ρ(dθ)− Rn(θ?) ≤

[
1 +

4λ(σ2 + C 2)

n − wλ

] [∫
R(θ)ρ(dθ)

−R(θ?)

]
+
KL(ρ, π) + log 1

ε

λ
.
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Preuve du théorème précédent IV

Lemme (3)

Avec probabilité au moins 1− ε∫
R(θ)ρ(dθ)− R(θ?) ≤ 1

1− 4λ(σ2+C2)
n−wλ

(∫
Rn(θ)ρ(dθ)− Rn(θ?)

+
KL(ρ, π) + log 1

ε

λ

)
.
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Extension : le modèle additif sparse

Modèle : Y =
∑p

j=1 f
?
j (Xj) + W .

Théorème (Guedj and Alquier (2013))

Sous les hypothèses (1) et (2), soit w = 8C max(L,C ) et
λ = n`/[w + 4(σ2 + C 2)], pour ` ∈ (0, 1), et ε ∈ (0, 1). Alors avec
probabilité au moins 1− 2ε,

R(θ̂)− R(θ?)
R(θ̄)− R(θ?)

}
≤ cste× inf

m∈M1
π(Θ)

inf
θ∈B1

m(0,C)

{
R(θ)− R(θ?)

+|S(m)| log(p/|S(m)|)
n

+
log(n)

n

∑
j∈S(m)

mj +
log(1/ε)

n

 .

Implémentation : package R pacbpred.
http://cran.r-project.org/web/packages/pacbpred/index.html
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