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1 Présentation du sujet
Les méthodes de Monte-Carlo par chaı̂nes de Markov sont une classe de technique
d’échantillonnage. Un algorithme MCMC repose sur le parcours d’une chaı̂ne de Mar-
kov qui a pour loi stationnaire la distribution à échantillonner.

1.1 Notation
Soient (X,X), (Y,Y), (Z,Z) des espaces mesurables. Nous denotons par
F (X,X) l’ensemble des fonctions mesurables de (X,X) dans [−∞,∞].
F+ (X,X) l’ensemble des fonctions mesurables de (X,X) dans [0,∞].
Fb (X,X) l’ensemble des fonctions mesurables et bornées de (X,X) dans [0,∞).
M± (X) l’ensemble des mesures signées et finies dans (X,X).
M+ (X) l’ensemble des mesures dans (X,X).
M1 (X) l’ensemble des mesures de probabilité dans (X,X).

Définition 1 M : X × Y → [0,∞] est un noyau si
– Pour tout x ∈ X, M(x, ·) est une mesure sur Y.
– Pour tout A ∈ Y, M(·, A) est une fonction mesurable.

M est dit Markovien si pour tout x ∈ X, M(x,Y) = 1.
m est la densité de M par rapport à la mesure λ si M(x, A) =

∫
A m(x, y)λ(dy).

Définition 2 Pour f ∈ F (Y,Y), µ ∈ M+ (X), et les noyaux M : X × Y → [0,∞] et
N : Y ×Z → [0,∞], nous définons
– M f : x →

∫
M(x, dy) f (y). M f est mesurable : convergence monotone sur F+ et

étendre aux réelles.
– µM : A →

∫
M(x, A)µ(dx). µM ∈ M+ (Y) : convergence monotone pour montrer

l’additivité dénombrable.
– MN(x, A) =

∫
M(x, dy)N(y, A).

Supposez par la suite que (X,X) est un espace polonais, i.e. métrisable, à base dénombrable
dont la topologie peut être définie par une distance qui en fait un espace complet.

Définition 3 Nous disons que le noyau M : X ×X → [0,∞] est réversible par rapport
à la mesure µ si pour toutes f , g ∈ F+ (X,X)∫ ∫

µ(dx)M(x, dy) f (x)g(y) =

∫ ∫
µ(dx)M(x, dy) f (y)g(x) .
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2 ALGORITHME DE METROPOLIS-HASTINGS

Définition 4 La mesure µ est stationnaire par rapport à M si µM = µ.

Proposition 1 Si M est réversible par rapport à la mesure µ alors µ est stationnaire.

Preuve
Soient f quelconque dans F+ (X,X) et g = 1∫ ∫

µ(dx)N(x, dy) f (x) =

∫ ∫
µ(dx)N(x, dy) f (y)⇔

µ( f ) = µN( f ) .

n

Pout toute chaı̂ne de Markov X = (Xn)n∈N homogene de loi initiale π0 et noyau de
transition P, nous avons Xn ∼ µ0Pn.

2 Algorithme de Metropolis-Hastings
X = (Xt)t∈N est la chaı̂ne que nous voulons generer avec π comme loi stationnaire.
Supposons que la loi π a une densité π (par un abus de notation) par rapport à la mesure
λ. Nous considérons le noyau Q sur (X,X) qui a une densité q aussi par rapport à la
mesure λ. Pour chaque x ∈ Q nous savons tirer selon la distribution Q(x, ·).

Algorithm 1: Metropolis-Hastings
Input: Une densité π et un noyau Q de densité q
Output: Une chaı̂ne de Markov X

1 X0 = x0;
2 for each t do
3 Yt ∼ Q(Xt−1, ·);
4 tirer U ∼ U(0, 1);
5 if U ≤ α(Xt−1,Yt) then
6 Xt = Yt else
7 Xt = Xt−1

8 return X = (X0, X1, . . .)

Où

α (x, y) =

 min
{
π (y) q (y, x)
π (x) q (x, y)

, 1
}

si π (x) q (x, y) > 0 ,

1 si π (x) q (x, y) = 0 .

Nous remarquons que

Xn = 1{U≤α(Xn−1,Yn)}Yn + 1{U>α(Xn−1,Yn)}Xn−1 .
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3 ERGODICITÉ

P (X1 ∈ A |X0 = x ) =P
(
1{U≤α(X0,Y1)}Y1 + 1{U>α(X0,Y1)}X0 ∈ A |X0 = x

)
=P ({U ≤ α (X0,Y1)} ∩ {Y1 ∈ A} |X0 = x )

+ P ({U > α (X0,Y1)} ∩ {X0 ∈ A} |X0 = x )

=

∫ ∫
1u≤α(x,y)1y∈A1u∈[0,1]q(x, y)duλ (dy)

+

∫ ∫
1u>α(x,y)1x∈A1u∈[0,1]q(x, y)duλ (dy)

=

∫
A

α(x, y)q(x, y)λ (dy) + 1x∈A

∫
(1 − α (x, z)) q(x, z)duλ (dz) .

X est une chaı̂ne de Markov de noyau

P (x, dy) = α (x, y) q (x, y) λ (dy) +

[∫
(1 − α (x, z)) q (x, z) λ (dz)

]
δx (dy) .

Proposition 2 P est réversible par rapport à π.

Preuve

π(dx)P (x, dy) = α (x, y) q (x, y) π (x) λ (dx) λ (dy)

+

[∫
(1 − α (x, z)) q (x, z) λ (dz)

]
π (x) λ (dx) δx (dy) .

α (x, y) q (x, y) π (x) =

{
min {π (y) q (y, x) , π (x) q (x, y)} si q (x, y) π (x) , 0 ,
0 sinon .

Soient f , g ∈ F+ (X,X)∫ ∫
f (x)g(y)π(dx)P (x, dy) =

∫ ∫
f (x)g(y)α (x, y) q (x, y) π (x) λ (dx) λ (dy)

+

∫ ∫
f (x)g(y)

[∫
(1 − α (x, z)) q (x, z) λ (dz)

]
π (x) λ (dx) δx (dy)

=

∫ ∫
f (y)g(x)α (x, y) q (x, y) π (x) λ (dx) λ (dy)

+

∫
f (x)g(x)

[∫
(1 − α (x, z)) q (x, z) λ (dz)

]
π (x) λ (dx)

=

∫ ∫
f (y)g(x)π(dx)P (x, dy) .

n

3 Ergodicité

3.1 Systèmes dynamiques
Théorème 3.1 Soit (F,D) un espace métrique complet quelconque. Soit T : F → F
un opérateur continu tel que, pour un certain m ∈ N∗, α ∈ (0, 1) et u, v ∈ F

D (T mu,T mv) ≤ αD (u, v) .
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3.2 Espaces MV (X) 3 ERGODICITÉ

Il existe donc un unique point fixe a ∈ F et pour tout u ∈ F

D (T nu, a) ≤
(
1 − α1/m

)−1
max
0≤i<m

α−i/mD
(
T iu,T i+1u

)
αn/m .

En outre, s’il existe A ≥ 1 telle que D (Tu,Tv) ≤ AD (u, v) pour tout u, v ∈ F, alors

D (T nu, a) ≤
(
α−1/mA

)m−1
D (u, a)αn/m .

Preuve
Unicité. Soient a, b des points fixes de T , cela veut dire que a = Ta = T ma et de même
pour b.

D (a, b) = D (T ma,T mb) ≤ αD (a, b)⇒ D (a, b) = 0 .

Existence. Considère u, v ∈ F et n ∈ N. n = km + r avec 0 ≤ r < m.

D (T nu,T nv) ≤ αkD (T ru,T rv) .

En prenant v = Tu

D (T nu,T nv) ≤ αkD
(
T ru,T r+1u

)
≤ αn/mα−r/mD

(
T ru,T r+1u

)
≤ αn/m max

0≤r<m
α−r/mD

(
T ru,T r+1u

)
.

En conséquence {T nu}n≥0 est de Cauchy. Appelons a la limite

D (T nu, a) ≤ max
0≤r<m

α−r/mD
(
T ru,T r+1u

) ∞∑
q=n

αn/m

=
(
1 − α1/m

)−1
max
0≤i<m

α−i/mD
(
T iu,T i+1u

)
αn/m .

Comme T est continu Ta = T lim T nu = lim T n+1u = a.
Si maintenant D (Tu,Tv) ≤ AD (u, v)

D (T nu, a) = D (T nu,T na) ≤ αbn/mcD
(
T n−mbn/mcu,T n−mbn/mca

)
≤ αbn/mcAn−mbn/mcD (u, a) .

Pour finir nous utilisons que bn/mc ≥ n/m − (m − 1)/m et que A ≥ 1 et α ≤ 1.

n

3.2 Espaces MV (X)

Théorème 3.2 Soit F un sous-espace de M1 (X) et D une métrique sur F telle que
δx ∈ F pour tout x ∈ X et (F,D) est complet. Soit P un noyau markovien continu pour
D et tel que ξP ∈ F pour tout ξ ∈ F. Supposez qu’il existe un certain m ∈ N∗, α ∈ (0, 1)
et A > 0 telles que pour tous ξ, ξ′ ∈ F

D
(
ξP, ξ′P

)
≤ AD

(
ξ, ξ′

)
D

(
ξPm, ξ′Pm)

≤ αD
(
ξ, ξ′

)
.

Alors, il existe une unique mesure invariante π ∈ F et pour tout ξ ∈ F

D (ξPn, π) ≤
(
1 − α1/m

)−1 (
α−1/mA

)m−1
D (ξ, ξP)αn/m ,

D (ξPn, π) ≤
(
α−1/mA

)m−1
D (ξ, π)αn/m .
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3.2 Espaces MV (X) 3 ERGODICITÉ

En outre, si la convergence d’une suite de mesures de probabilité dans F par rapport
à D implique la convergence faible, π est donc la seule measure de probabilité P inva-
riante.

Preuve
Soit π la unique mesure invariante dans F et π̃ une mesure invariante dansM1 (X). Pour
toute fonction f continue et bornée

π̃( f ) = π̃Pn( f ) =

∫
π̃ (dx) Pn f (x) .

δxPn ⇒ π (converge faiblement).

δxPn( f ) =

∫
Pn (x, dy) f (y) = Pn f (x)→ π( f )

En plus |Pn f (x)| ≤ | f |∞. Pour le théorème de convergence dominée
∫

Pn f (x) π̃ (dx) =

π( f ).

n

Soit V : X → [1,∞) une fonction mesurable. Nous allons étudier des sous-espaces de
M± (X) munis de la norme ‖ · ‖V :

‖ξ‖V = sup
{
ξ( f ) : f ∈ Fb (X,X) , | f /V |∞ ≤ 1

}
.

Nous denotonsMV (X) = {ξ ∈ M± (X) : ‖ξ‖V < ∞}.

Proposition 3 (MV (X) , ‖ · ‖V ) est complet.

Dans le cas de la variation totale V ≡ 1.

Proposition 4 La convergence en norme ‖ · ‖V entraı̂ne la convergence faible.

Définition 5 Le noyau P est dit V− géometriquement ergodique si il existe deux constantes
C < ∞ et ρ ∈ (0, 1) telles que

sup
x∈X

‖Pn(x, ·) − π‖V
V(x)

≤ Cρn .

Définition 6 Le V-coefficient de Dobrushin est le coefficient de Lipschitz de P par
rapport à la distance ‖ · ‖V .

∆V (P) = sup
ξ,ξ′

dV (ξP, ξ′P)
dV (ξ, ξ′)

,

Lemme 1
∆V (P) = sup

x,y

‖P(x, ·) − P(y, ·)‖V
V(x) + V(y)

Définition 7 Définitions
– X = (Xt)t∈N est dites ϕ− irréductible si il existe une mesure ϕ sur X telle que pour

tout A ∈ X vérifiant ϕ(A) > 0 et pour tout x ∈ X, il existe n ∈ N tel que Pn(x, A) > 0.
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3.2 Espaces MV (X) 3 ERGODICITÉ

– Un ensemble mesurable C ∈ X est dit µ− small si il existe une mesure non triviale µ
sur X telle que pour tout x ∈ C, et tout B ∈ X, P(x, B) ≥ µ(B).

– Si il existe une mesure µ et un ensemble µ− small A tel que µ(A) > 0, alors la chaı̂ne
est dite fortement apériodique.

Définition 8 Condition de Doeblin : ∃m ≥ 1, ε > 0 et ν ∈ M1 (X) tels que pour tout
x ∈ X et A ∈ X, Pm (x, A) ≥ εν(A).

Proposition 5 La condition de Doeblin implique que ∆1(Pm) ≤ 1 − ε.

Preuve
Soit Q (x, ·) = (1 − ε)−1 (Pm(x, A) − εν(A)) est un noyau et

‖Pm(x, ·) − Pm(y, ·)‖TV = (1 − ε)‖Q(x, ·) − Q(y, ·)‖TV ≤ 2(1 − ε) .

n

Proposition 6 Si la chaı̂ne X = (Xt)t∈N est ϕ− irréductible et apériodique, de plus, il
existe un ensemble small C et une fonction V : X → [1,∞) tels que l’on ait la condition
de dérive suivante : il existe deux constantes λ ∈ (0, 1) et b < ∞ telles que

PV(x) ≤ λV(x) + b1C(x),∀x ∈ X ,

alors la chaı̂ne est V− géometriquement ergodique.

Pour une fonction f ∈ F (X,X) nous considerons

S n( f ) =
1
n

n−1∑
t=0

f (Xt) .

Définition 9 Si π est la unique probabilité invariante de P, pour f ∈ F (X,X) telle que
π | f | < ∞ l’équation de Poisson associée à f est définie par

f̂ − P f̂ = f − π( f ) .

Nous disons que f̂ est une solution si elle satisfait l’équation et P
∣∣∣ f̂ ∣∣∣ (x) < ∞.

Lemme 2 Si le noyau est V− géometriquement ergodique pour toute f telle que | f /V |∞ <
∞ nous avons

∞∑
n=0

|Pn f (x) − π( f )| < ∞

f̂ (x) =

∞∑
n=0

(Pn f (x) − π( f ))

est une solution de l’équation de Poisson associée à f

Preuve
Soit f̂n(x) =

∑n−1
t=0

(
Pt f (x) − π( f )

)
∣∣∣ f̂n+1(x) − f̂n(x)

∣∣∣ = |Pn f (x) − π( f )| ≤ CρnV(x) | f /V |∞ , (1)
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3.2 Espaces MV (X) 3 ERGODICITÉ

et f̂n(x) converge.

∣∣∣∣∣∣ f̂n(x)
V(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=0
|Pn f (x) − π( f )|

V(x)
≤ C (1 − ρ)−1

∣∣∣∣∣ f
V

∣∣∣∣∣
∞

Sous conditions d’integrabilité de V par rapport à P(x, ·) on retrouve que P f̂n(x)→ P f̂ .

f̂ (x)−P f̂ (x) = lim
(

f̂n(x) − P f̂n(x)
)

= f (x)−π( f )+ lim (Pn f (x) − π( f )) = f (x)−π( f ) .

n

Proposition 7 Soit f telle que π | f | < ∞ et f̂ une solution de l’équation de Poisson.
Donc,

S n( f ) − π( f ) =
Mn

(
f̂
)

n
+

f̂ (X0) − f̂ (Xn)
n

Mn

(
f̂
)

=

n∑
t=1

{
f̂ (Xt) − E

[
f̂ (Xt) |Ft−1

]}
=

n∑
t=1

{
f̂ (Xt) − P f̂ (Xt−1)

}
où Ft = σ (X0, . . . , Xt). En outre

(
Mn

(
f̂
)
,Fn

)
est une martingale.

Preuve

S n( f ) − π( f ) =
1
n

n−1∑
t=0

( f (Xt) − π( f )) =
1
n

n−1∑
t=0

(
f̂ (Xt) − P f̂ (Xt)

)
n

Théorème 3.3 Si la chaı̂ne X = (Xt)t∈N est ϕ− irréductible et apériodique, de plus, il
existe un ensemble small C et une fonction V : X → [1,∞) tels que l’on ait la condition
de dérive suivante : il existe deux constantes λ ∈ (0, 1) et b < ∞ telles que

PV(x) ≤ λV(x) + b1C(x),∀x ∈ X ,

et que π(V) < ∞ alors pour tout a > 1 et toute fonction f telle que | f |V1/a < ∞,

lim
1
n

n∑
k=1

f (Xk) = π( f ) p.s.
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